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炎德·英才大联考湖南师大附中 2023届高三月考试卷（一）

数学

一､选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是

符合题目要求的.

1. 已知复数 z满足1 i iz z   ，则 z （ ）

A. i B. i C. 1 D. 1

【答案】A

【解析】

【分析】由题设1 i (1 i)z   ，利用复数的除法求 z .

【详解】由题设，1 i (1 i)z   ，则
21 i (1 i) i

1 i 2
z  
  


.

故选：A

2. 已知集合 { |M m 关于 x的方程 2 2 0x mx m   无实数根}, { |N n 方程
2 2

1
2 10

x y
n n

 
 

表示椭圆}，

则M N  （ ）

A.  2,8 B. {点  , | 0 8, 2 10}m n m n   

C.    2,6 6,10 D.    2,6 6,8

【答案】D

【解析】

【分析】利用  求集合 A，根据曲线表示椭圆求集合 B，再应用集合的交运算求M N .

【详解】由 2 2 0x mx m   无实根，则 2 8 0m m    ，即0 8m  ，

由
2 2

1
2 10

x y
n n

 
 

表示椭圆，则

2 0
10 0

2 10

n
n

n n

 
  
   

，可得 2 6n  或6 10n  ，

所以 { | 0 8}M m m   ， { | 2 6N n n   或6 10}n  .

故 (2,6) (6,8)M N  .

故选：D
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3. 已知边长为 2的等边 ,ABC O△ 为其中心，对① 6AB BC CA  
  

；② 2AB AC 
 

；

③ 0OA OB OC  
  

；④3 2AO OB 
 

这四个等式，正确的个数是（ ）

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

【答案】C

【解析】

【分析】对于①：根据向量线性运算整理可得 0AB BC CA  
   

，理解判断；对于②、④：根据向量数量

积的定义 cosa b a b  
   

，代入运算判断，注意对向量夹角的理解；对于③：根据G为三角形的重心

0GA GB GC   
   

，理解判断．

【详解】对于①： 0AB BC CA AC CA    
     

，则 0AB BC CA  
  

，∴①错误；

对于②：
1cos 2 2 2
2

     AB AC AB AC A
uuur uuur uuur uuur

，∴②正确；

对于③：根据题意可知O为等边 ABC 的重心，∴ 0OA OB OC  
   

则 0OA OB OC  
  

，∴③正确；

对于④：   2 3 2 3 13 cos π 3 2
3 3 2

3AO OB AO OB AOB     
   

，∴④正确；

故选：C．

4. 自 5月初，麓山之巅观日出在抖音走红后，每天都有上千人披星戴月登顶岳麓山看日出，登顶游客中外

地游客占
3
5
，外地游客中有

1
3
乘观光车登顶，本地游客中有

1
6
乘观光车登顶，乘观光车登顶的票价为 20元.

若某天有 1200人登顶观日出，则观光车营运公司这天的登顶观日出项目的营运票价收入是（ ）

A. 4800元 B. 5600元 C. 6400元 D. 7200元

【答案】C

【解析】
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【分析】根据全概率公式先求任选一人，他是乘观光车登顶的概率为
4
15

，再结合二项分布求每天的营运票

价收入．

【详解】从登顶观日出的人中任选一人，他是乘观光车登顶的概率
3 1 2 1 4
5 3 5 6 15

P     

则观光车营运公司这天的登顶观日出项目的营运票价收入是
41200 20 6400(
15

   元）

故选：C．

5. 有一个圆台型的密闭盒子（表面不计厚薄），其母线与下底面成 60°角，且母线长恰好等于上下底半径之

和，在圆台内放置一个球，当球体积最大时，设球的表面积为 1S ，圆台的侧面积为 2S ，则（ ）

A. 1 2S S B. 1 2S S C. 1 2S S= D. 无法确定 1S 与 2S 的大

小

【答案】B

【解析】

【分析】根据母线与下底面成60角，且母线长恰好等于上下底半径之和，得到 3b a ，通过计算得到圆

台正好有一个与其上下底面及侧面都相切的内切球，此球体积最大且半径是 3a，计算出 1S 与 2S ，比较出

大小.

【详解】如图所示，过点 D作 DE⊥AB于点 E，设圆台上下底的半径分别为 a b､ ，由其母线与下底面成60

角，且母线长恰好等于上下底半径之和，

则 , ,AE CD a BE b a DB a b      ，且  2a b b a   ，解得： 3b a ，

故  3 3 2 3AC DE BE b a a     ，

取 AC中点 O，过点 O作 OH⊥BD于点 H，连接 OB，OD，

则由勾股定理得： 2 2 2OD OC CD a   ， 2 2 2 3BO OA AB a   ，

又 2 2 2BD OD OB  ，由勾股定理逆定理可得：OB⊥OD，

所以
2 2 3 3

4
OB OD a aOH a
BD a
 

   ，

故满足条件的圆台正好有一个与其上下底面及侧面都相切的内切球，

此球体积最大且半径是 3a，表面积
2

1 12πS a ，

圆台上下底的半径分别为 3a a､ ，母线长为4a，
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侧面积   2
2 π 3 4 16πS a a a a    ，

则 1 2S S .

故选：B

6. 奇函数      cos , ( 0, 0, )f x x        在区间 ,
3 4
    

上恰有一个最大值1和一个最小值-1，

则的取值范围是（ ）

A.  2,6 B.
92,
2

 
 

C.
3 9,
2 2
 

 
D.

3 ,6
2
 

 

【答案】B

【解析】

【分析】由 ( )f x 为奇函数且  0,  得
2

 
 ，由已知有 ,

3 4
x       

，根据正弦型函数的性质及

最值分布列不等式组，求参数范围.

【详解】由 ( )f x 为奇函数，则
2

k    ， Zk ，又  0,  ，故
2

 
 ，

所以 ( ) sinf x x  ，在 ,
3 4
     

x ，则 ,
3 4

x       
， 0 ，

当0
4 2
 

  ，则
5 3
2 3 2
  

     ，故无解；

当
3

2 4 2
  
  ，则

3
2 3 2
  

     ，可得
92
2

  ；

当 0
2 3
 

    ，则
3 5
2 4 2
  
  ，无解.

综上，的取值范围是
92,
2

 
 
.

故选：B
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7. 已知函数     2

1ln 2 1
4 5

f x x
x x

   
 

，则  1f  、  2ef 、  e2f 的大小关系是（ ）

A.      e 21 2 ef f f   B.      2 e1 e 2f f f  

C.      2 ee 1 2f f f   D.      e 22 e 1f f f  

【答案】A

【解析】

【分析】分析可知函数  f x 的图象关于直线 2x  对称，可得出    1 5f f  ，分析函数  f x 在  2,

上的单调性，构造函数   ln xg x
x

 ，利用导数分析函数  g x 在  0,e 上的单调性，可得出 2e 、 e2 的大小，

并比较 e2 与5的大小，结合函数  f x 的单调性可得出结论.

【详解】因为      
 22

1 1ln 2 1 ln 2 1
4 5 2 1

f x x x
x x x

       
   

，

对任意的    , 2 2,x    ，

   
 

 
 

 2 2
1 14 ln 2 1 ln 2 1

2 1 2 1
f x x x f x

x x
         

   
，

所以，函数  f x 的图象关于直线 2x  对称，则    1 5f f  ，

当 2x  时，    
 2

1ln 1
2 1

f x x
x

  
 

，

因为二次函数  22 1y x   在  2, 上为增函数，且  22 1 0y x    ，

所以，函数  ln 1y x  、  2
1
2 1

y
x

 
 

在  2, 上为增函数，

所以，函数  f x 在  2, 上为增函数，

令   ln xg x
x

 ，其中 0 ex  ，则   1 ln 0xg x
x

   ，

故函数  g x 在  0,e 上为减函数，所以，    2 eg g ，即
ln 2 ln e
2 e

 ，

所以， e 2e ln 2 ln 2 2 ln e ln e   ，所以， 2 ee 2 ，

又因为
5

e 22 2 4 2 5   ，即 2 ee 2 5  ，所以，        2 ee 2 5 1f f f f    .

故选：A.
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8. 在 ABC 中，
45, 3, tan
3

AB AC A   ，点M N､ 分别在边 AB BC､ 上移动，且MN BN ，沿MN将

BMN△ 折起来得到棱锥 B AMNC ，则该棱锥的体积的最大值是（ ）

A. 16 2
15

B. 16 3
15

C. 16 6
15

D.
309
128

【答案】C

【解析】

【分析】根据题意，可得 ABC 的具体形状，由折叠，可得当面MNB 面 AMNC时，此时的点 B到底面

AMNC的距离最大，设 2BM x ，将四棱锥中底面积和高，都用 x表示出来，整理出体积的函数，利用

导数求最值，可得答案.

【详解】由
4tan
3

A  得
3cos
5

A  ，由余弦定理得 4CB  ，

则 ABC 是直角三角形，C为直角，对MN的任何位置，当面MNB 面 AMNC时，此时的点 B到底面

AMNC的距离最大，此时 NMB 即为MB与底面 AMNC所成的角，

设 2BM x ，

在 MNB 中，
23 1 3 3tan , 2 tan ,sin sin

4 2 4 5MNBB S x x B x NMB B        ，

点 B到底面 AMNC的距离
6sin
5
xh MB NMB  ，

则  
3

21 1 3 6 24 3 56 0
3 3 4 5 10 2B AMNC ABC MNB

x x xV S S h x x
            

   
  � ，

29 24 9 2 6 2 6
10 10 3 3B AMNC
xV x x

            
  

，

令 0B AMNCV   ，解得
2 6
3

x   ，可得下表：

x 2 60,
3

 
  
 

2 6
3

2 6 5,
3 2

 
 
 

B AMNCV  + 0 

B ANMCV   极大值 

故当
2 6
3

x  时，该棱锥的体积最大，为
16 6
15

.

故选：C.
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二､多选题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分.在每小题给出的选项中，有多项符合题目

要求.全部选对的得 5分，有选错的得 0分，部分选对的得 2分.

9. 已知正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中，点 E是线段 1 1AD 靠近点 1D 的三等分点，点 ,F G分别为 1 1 1 1,C D BC 的

中点.下列说法中正确的是（ ）

A. , , ,A C E F 四点共面 B. 1 1AD B D

C. / /BG 平面 1ACD D. 三棱锥 1D ACD 与三棱锥 1B ACD 体积相等

【答案】BD

【解析】

【分析】A若H 为 1 1AD 的中点，易证 , , ,H F A C共面，由已知得 E在面 FAC外，即可判断；B利用正方

体中的线面垂直的性质判断；C若H 为 1 1AD 的中点，应用线面平行的性质可得 / /AH BG，根据 AH 与面

1ACD 的位置关系即可判断；D利用等体积法即可判断.

【详解】A：由正方体性质知 1 1 / /AC AC，若H 为 1 1AD 的中点，又 F 为 1 1C D 的中点，

所以 1 1/ /HF AC ，故 //HF AC，则 , , ,H F A C共面，

而 E是线段 1 1AD 靠近 1D 的三等分点，所以 E在面HFCA外，即E面FAC，

所以 , , ,A C E F 不共面，错误；

B：由题设知： 1 1A B 面 1 1ADD A， 1AD 面 1 1ADD A，则 1 1 1A B AD ，

而 1 1AD AD ， 1 1 1 1AD AB A ， 1 1 1,AD AB 面 1 1ADB ，

所以 1AD 面 1 1ADB ， 1B D 面 1 1ADB ，故 1 1AD B D ，正确；
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C：若H 为 1 1AD 的中点，又G为 1 1BC 的中点，易知： / / ,HG AB HG AB ，

所以 ABGH为平行四边形，故 / /AH BG，而 AH 面 1ACD A ，

所以 BG与面 1ACD 不平行，错误；

D：由
1 1D ACD D ACDV V  、

1 1D ACB B ACDV V  ，而 ACD ABCS S  ，则
1 1D ACD D ACBV V  ；

所以
1 1D ACD B ACDV V  ，故 ,D B到面 1ACD 距离相等，正确.

故选：BD

10. 已知函数    21 2 3ln
2

f x ax x x a R    ，下列说法正确的是（ ）

A.
1
3

a   时  f x 存在单调递增区间



第 9页/共 27页
学科网（北京）股份有限公司

B.
1
3

a   时  f x 存在两个极值点

C.
1
3

a � 是  f x 为减函数的充要条件

D.  ,a R f x  无极大值

【答案】AC

【解析】

【分析】求出导函数 ( )f x ，注意到 0x  ，只要讨论 2 2 3y ax x   的正负即可得，由 2 2 3 0y ax x   

在 (0, ) 上有解求得 a的范围，判断 A，在
1
3

a   时，由导数确定函数的极值点判断 B，由导数与函数单

调性的关系判断 C，由导数与极值的关系判断 D．

【详解】    
23 2 32 ,ax xf x ax f x

x x
 

    存在单调递增区间，即   0f x  在  0,  有解，即：

2

2

3 2 1 13 2xa
x x x
         

   
在  0,  有解，

21 13 2y
x x

       
   

21 1 13( )
3 3x

   最小值为
1
3

 ，故

1
3

a   ，A正确；

1
3

a   时，函数 2 2 3y ax x   的判别式Δ 12 4 0a   ，存在两个零点，但 1 2
3x x
a

  ，故在 0a  时

1 2,x x 异号，只有一个值是 ( ) 0f x  的解，即  
2 2 3ax xf x
x

   只有一个变号零点， ( )f x 只有一个极值

点，B错误；

 f x 为减函数，即  
2 2 3 0ax xf x
x

   � 恒成立，则 0a  且Δ 12 4 0a  � ，故
1
3

a � ，C正确；

当
1 0
3

  a 时，  
2 2 3ax xf x
x

   ，函数 2 2 3y ax x   的判别式Δ 12 4 0a   ，存在两个零点，

且 1 2
3 0x x
a

   ， 1 20, 0x x  ，不妨设 1 2x x ，可得 10 x x  或 2x x 时， ( ) 0f x  ， 1 2x x x  时，

( ) 0f x  ，即 ( )f x 在 1(0, )x 和 2( , )x  让递减，在 1 2( , )x x 上递增，
2

x 是极大值点，  f x 存在极大值，D

错误.

故选：AC．

11. 已知 ,A B是抛物线 2: 4C y x 上两动点， F 为抛物线C的焦点，则（ ）

A. 直线 AB过焦点F 时， AB 最小值为 4
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B. 直线 AB过焦点F 且倾斜角为60时（点A在第一象限）， 2AF BF

C. 若 AB中点M 的横坐标为 3，则 AB 最大值为 8

D. 点A坐标  4,4 ，且直线 ,AF AB斜率之和为0, AF 与抛物线的另一交点为D，则直线， BD方程为：

4 8 7 0x y  

【答案】ACD

【解析】

【分析】对于 A，由题意，过焦点，则垂直 x轴时最小，可得答案；

对于 B，已知直线的倾斜角，可根据抛物线焦半径公式，可得答案；

对于 C，根据三角形三边性质，可得不等式，由于中点坐标已知，根据抛物线定义与梯形中位线，可得答

案；

对于 D，利用中点弦的斜率公式，可求得点D的纵坐标，进而求得该点的坐标，根据可以，求得 AB的斜

率，同样方法，可得点 B的坐标，可得答案.

【详解】对于 A选项，直线 AB过焦点 F ，当 AB垂直于 x轴时， AB 取最小值 4，故正确；

对于 B选项，由题意，作图如下：

则 60  ， AG x 轴， BE x⊥ 轴，即 cosGF AF  ， cosEF BF  ，

AC GF p  ， BH p EF  ，即 AF GF p  ， BF p EF  ，

cosAF AF p  ， cosBF p BF   ， ,
1 cos 1 cos

p pAF BF
 

 
 

，

44,
1 cos60 1 cos60 3

p pAF BF   
   ，故错误；

对于 C选项，由于 AB为两动点，所以 2 8A BAB AF BF x x    � ，当且仅当直线 AB过焦点F 时



第 11页/共 27页
学科网（北京）股份有限公司

等号成立，故正确；

对于 D选项，依题意，
4 4
3

A D
AF

A D A D

y yk
x x y y


  

 
，故 1Dy   ，即

1 , 1
4

D   
 

，由题意，

40
3AB AFk k    ，同理可得

49 , 7
4

B   
 

，故直线 BD方程为4 8 7 0x y   ，故正确.

故选：ACD.

12. 将 2n 个数排成 n行 n列的一个数阵.如图：该数阵第一列的n个数从上到下构成以m为公差的等差数列，

每一行的 n个数从左到右构成以m为公比的等比数列（其中 0m  ）.已知 11 13 612, 1a a a   ，记这 2n 个

数的和为S .下列结论正确的有（ ）

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

n

n

n

n n n mn

a a a a
a a a a
a a a a

a a a a








A. 3m  B.
1818

1

103 3 5
4kk

k
a



 


C.  3 1 3 j
ija i   D.    1 3 1 3 1

4
nS n n  

【答案】ABD

【解析】

【分析】根据 11 2a  ， 13 61 1a a  ，及等差数列、等比数列通项公式求出m，即可判断 A、C，再利用错

位相减法计算 B，根据等比数列和等差数列求和公式计算判断 D.

【详解】解： 11 2a  ， 13 61 1a a 

 22 2 6 1 1m m     ，解得 3m  或
1
2

 （舍负），即选项 A正确；

   1 1 1
1 3 2 1 3 3 3 1 3j j j

ij ia a i i               ，即选项 C错误；

令
1

k

kk
k

T a


 ，则  0 1 2 1
11 22 2 3 5 3 8 3 3 1 3kkkT a a a k                ①

   1 2 3 13 2 3 5 3 8 3 3 4 3 3 1 3k kT k k             ②，

①②得，  1 2 3 12 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 3k kT k             
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   
13 1 3

2 3 3 1 3
1 3

k
kk


     



5 53 3
2 2

kk     
 

，

5 5 3 3
4 4 2

kkT       
 

，

当 18k  时，

1818
18

1

5 5 3 18 103 3 53
4 4 2 4kk

k
a



        
 

 ，即选项 B正确；

     11 12 1 21 22 2 1 2n n n n mnS a a a a a a a a a               

     11 21 11 3 1 3 1 3
1 3 1 3 1 3

n n n
na a a  

   
  



   11 21 1
1 3 1
2

n
na a a     

       11 13 1 2 3 3 1 3 1
2 2 4

n nn n
n n n

 
        

 
，即选项 D正确.

故选：ABD.

三､填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分.

13. 2 62( )x
x

 的展开式中常数项是__________（用数字作答）．

【答案】 240

【解析】

【分析】写出

6
2 2x

x
  
 

二项式展开通项，即可求得常数项.

【详解】
6

2 2x
x

  
 

其二项式展开通项：

 62
61

2 r
rr

r C x
x

T



   
 



12 2
6 (2)r r r rxC x  

12 3
6 (2)
r r rC x  

当12 3 0r  ，解得 4r 
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
6

2 2x
x

  
 

的展开式中常数项是： 6 6
4 4 22 16 15 16 240C C      .

故答案为： 240 .

【点睛】本题考查二项式定理，利用通项公式求二项展开式中的指定项，解题关键是掌握  na b 的展开

通项公式 1 Cr n r r
r nT a b
  ，考查了分析能力和计算能力，属于基础题.

14. 若直线 y x a  和直线 y x b  将圆    2 21 1 1x y    的周长四等分，则 a b  __________．

【答案】2

【解析】

【分析】由条件可得直线 y x a  和直线 y x b  间的距离为 2，由此可求 a b 的值.

【详解】设直线 y x a  和圆    2 21 1 1x y    相交与点 ,A B，直线 y x b  与圆

   2 21 1 1x y    相交于点 ,M N，圆心为C，

因为直线 y x a  和直线 y x b  将圆    2 21 1 1x y    的周长四等分，

所以圆心位于两直线之间，且
2

ACB MCN 
    ,

所以 ACB△ 为等腰直角三角形，所以圆心为C到直线 y x a  的距离为
2
2

，

同理可得圆心为C到直线 y x b  的距离为
2
2

，

故直线 y x a  和直线 y x b  间的距离为 2，

所以 2
2

a b
 ，所以 2a b  ，

故答案为：2.
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15. 在 ABC 中， tan 4tanB A ，则当B A 取最大值时， sinC  ___________.

【答案】1

【解析】

【分析】利用基本不等式和三角函数两角和与差的公式，直接计算即可求解.

【详解】在 ABC 中， tan 4tanB A 知 tan 0A  ，且0
2

B A 
   ，

  2

tan tan 3tan 3 3tan 11 tan tan 1 4tan 44tan
tan

B A AB A
B A A A

A


   

   
�

当且仅当
2 14tan 1 tan

2
A A   时取等号，

tany x 在 0,
2
 

 
 

单调递增，则此时 B A 取最大值，且 tan 2B  ，

sin sintan tan 1
cos cos

A BA B
A B


   


， sin sin cos cosA B A B ，得 cos( ) 0A B  ，

2
A B 

   ，  sin 1A B  ，

sin 1C  .

故答案为：1

16. 过双曲线
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的右焦点 F 作其中一条渐近线的垂线，垂足为Q，直线 FQ与双曲线

的左､右两支分别交于点 ,M N，若 3MQ QN ，则双曲线的离心率是___________.

【答案】 5

【解析】

【分析】设双曲线的左焦点为 1F，连接 1MF 设 QFO   ，分别求得
2 2

cos
b bFM

c a b a
 

 
，同理
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2 2

cos
b bFN

a b a
 

 
，结合 3MQ QN ，求得

1
2

a b ，进而求得离心率.

【详解】如图所示，根据点到直线的距离公式可得点 F 到直线
by x
a

 的距离为b，

设双曲线的左焦点为 1F，连接 1MF ，则 1 2MF FM a  ，

在Rt OQF△ 中，设 QFO   ，则 cos b
c

  ，

在 1FMF△ 中，由余弦定理得
2 22

1 1 1| | 2 cosMF FM FF FM FF     ，

将 1 2MF FM a  代入整理后得
2 2

cos
b bFM

c a b a
 

 
，

同理
2 2

ccos
b bFN

a b a
 

 
，

因为

2

2 3
M

a

Q FM QF
QN

b b b ab a
b bQ
b

F bFN a

 



  




，

所以
1
2

a b ，故离心率为 5 .

故答案为： 5

四､解答题：本题共 6小题，共 70分.解答应写出文字说明､证明过程或演算步骤.

17. 已知数列 na 中      1 11. 1,1 , 2, , 3,2 3n n n na M A a B a   为直角坐标平面上的点.对任意

*N , n nn M A B ､ ､ 三点共线.

（1）求数列 na 的通项公式；

（2）求证：
1 3 2 4 3 5 2

1 1 1 1 3
4n na a a a a a a a 

     .
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【答案】（1） na n

（2）证明见解析

【解析】

【分析】（1）根据向量共线的坐标表示： 1 2 2 1a b x y x y 
 
∥ ，整理得 1 1n na a   ，即可判断数列 na 是

等差数列，结合等差数列通项公式运算求解；（2）根据裂项相消求和，
2

1 1 1 1
2 2n na a n n

    
，代入运算

理解．

【小问 1详解】

由题意得：    11, 1 , 2, 2 4n n n nMA a MB a    
 

，

n nM A B ､ ､ 三点共线，则 n nMA MB∥
 

，可得 12 2 2 4n na a    ，即 1 1n na a   .

数列 na 是首项为 1公差为 1的等差数列，所以 na n .

【小问 2详解】

 2

1 1 1 1 1
2 2 2n na a n n n n

      
 ，

所以
1 3 2 4 3 5 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 2 4 3 5 2n na a a a a a a a n n

               
 

1 1 1 11
2 2 1 2n n
           

3 1 2 3 3 .
4 2 1 2 4

n
n n


   

 

18. 某公园要建造如图所示的绿地 ,OABC OA OC､ 为互相垂直的墙体，已有材料可建成的围栏 AB与 BC的

总长度为 12米且 BAO BCO   .设
π0
2

BAO      
 

.

（1）当
5π3,
12

AB   时，求 AC的长；

（2）当 6AB  时，求OABC面积S的最大值及此时 的值.
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【答案】（1）3 13米

（2）当
3π
8

  时，养殖场OABC最大的面积为18 2 18 平方米

【解析】

【分析】（1）在 ABC 中，根据题意利用余弦定理运算求解；（2）在 ABC 中，利用余弦定理建立边角关

系 2 72 72sin2AC   ，再结合辅组角公式整理可得
π18 2sin 2 18
4

S     
 

，根据正弦函数分析求

解．

【小问 1详解】

在 ABC 中，
5π 5π π 2π3, 9, 2π
12 12 2 3

AB BC ABC      

由余弦定理，得 2 2 2 2 cos 117AC AB BC AB BC ABC      ，故 3 13AC  .

因此 AC的长为3 13米.

【小问 2详解】

由题意，
π 3π6, , 2π 2 2
2 2

AB BC ACB CAB ABC           

所以
π
4

OAC OCA   .

在 ABC 中，

由余弦定理得
2 2 2 3π2 cos 72 72cos 2 72 72sin2

2
AC AB BC AB BC ABC             

 

所以
21 18 18sin2

4AOCS AC    ，
1 3π6 6 sin 2 18cos2
2 2ABCS          

 


于是
π π18cos2 18 18sin2 18 2sin 2 18,0
4 2ABC AOCS S S                

 
  .

当
π π2
4 2

   ，即
3π
8

  时，S取到最大值，最大值为18 2 18 .

因此，当
3π
8

  时，养殖场OABC最大的面积为18 2 18 平方米.



第 18页/共 27页
学科网（北京）股份有限公司

19. 如图，在直角 POA 中， , 2 4PO OA PO OA   ，将 POA 绕边 PO旋转到 POB 的位置，使

AOB 90  ，得到圆锥的一部分，点C为AB上的点，且 1
3

AC AB .

（1）求点O到平面 PAB的距离；

（2）设直线PC与平面 PAB所成的角为，求 sin 的值.

【答案】（1）
4
3

（2） 15 5
15


【解析】

【分析】（1）根据题意，分别计算三棱锥O PAB 与三棱锥 P OAB 的体积，设出点O到平面 PAB的距离，

由 O PAB P OABV V  构造方程解得答案；

（2）根据题意，建立空间直角坐标系，分别找到直线PC的方向向量，求出平面 PAB的法向量，代入直

线与平面所成的角计算公式，计算得答案.

【小问 1详解】

证明：由题意知： , ,PO OA PO OB OA OB O   ，

OA平面 AOB，OB平面 AOB， PO 平面 AOB，

又 2 4PO OA  ，所以 2 5, 2 2PA PB AB   ，

所以    2 21 2 2 2 5 2 6
2PABS      ，

设点O到平面 PAB的距离为d ，由 O PAB P OABV V 

得
1 1 16 4 2 2
3 3 2
d       ，解得

4
3

d  ；

【小问 2详解】
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以O为原点， , ,OA OB OP
  

的方向分别为 , ,x y z轴的正方向，建立如图所示的空间直角坐标系，则

     2,0,0 , 0,2,0 , 0,0,4A B P ，

由题意知
π
6

AOC  ，则  3,1,0C ，

所以      2,2,0 , 2,0,4 , 3,1, 4AB AP PC     
  

.

设平面 PAB的法向量为  , ,n a b c


，则
2 2 0

2 4 0

n AB a b

n AP a c

     


    


 ，取 1c  ，则 2a b  ，

可得平面 PAB的一个法向量为  2,2,1n 
r

，

所以
2 3 2 15 5sin cos ,

156 5

n PC
n PC

n PC


 
   










.

20. 某工厂为了提高生产效率，对生产设备进行了技术改造，为了对比技术改造后的效果，采集了技术改造

前后各 20次连续正常运行的时间长度（单位：天）数据，整理如下：

改造前：19,31,22,26,34,15,22,25,40,35,18,16,28,23,34,15,26,20,24,21；

改造后：32,29,41,18,26,33,42,34,37,39,33,22,42,35,43,27,41,37,38,36 .

（1）完成下面的列联表，并依据小概率值 0.010  的独立性检验，分析判断技术改造前后的连续正常运

行时间是否有差异？

技术改造

设备连续正常运行天数

合计

超过30 不超过30

改造前
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改造后

合计

（2）工厂的生产设备的运行需要进行维护，工厂对生产设备的生产维护费用包括正常维护费和保障维护费

两种，对生产设备设定维护周期为T 天（即从开工运行到第KT 天， Nk  ）进行维护，生产设备在一个生

产周期内设置几个维护周期，每个维护周期相互独立.在一个维护周期内，若生产设备能连续运行，则只产

生一次正常维护费，而不会产生保障维护费；若生产设备不能连续运行，则除产生一次正常维护费外，还

产生保障维护费，经测算，正常维护费为0.5万元/次，保障维护费第一次为 0.2万元/周期，此后每增加一次

则保障维护费增加 0.2万元.现制定生产设备一个生产周期（以120天计）内的维护方案： 30T  ，

1, 2, 3, 4k  .以生产设备在技术改造后一个维护周期内能连续正常运行的频率作为概率，求一个生产周期内

生产维护费的分布列及均值.

 0.15 0.10 0.05 0.025 0.010 0.005 0.001

x 2.072 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828

 
       

2
2 n ad bc

a b c d a c b d





   
（其中 n a b c d    ）

【答案】（1）列联表答案见解析，技术改造前后的连续正常运行时间有差异

（2）分布列答案见解析，均值为 2.275万元

【解析】

【分析】（1）根据题意，补全列联表，代入 2 公式计算结果，对照表格，判断得答案；

（2）首先判断一个维护周期内，生产线需保障维护的概率为
1
4

P  ，设一个生产周期内需保障维护的次数

为 ，则 服从二项分布，再根据题意找到 与生产周期内生产维护费的关系，计算 的可能取值，依次计

算其概率得分布列，计算分布列的期望，得答案.

【小问 1详解】

列联表为：

技术改造

设备连续正常运行天数

合计

超过30 不超过30
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改造前 5 15 20

改造后 15 5 20

合计 20 20 40

零假设 0H ：技术改造前后的连续正常运行时间无差异.

2
2 40(5 5 15 15) 10 6.635

20 20 20 20
   

   
  

，

依据小概率值 0.010  的独立性检验分析判断 0H 不成立，

即技术改造前后的连续正常运行时间有差异；

【小问 2详解】

由题知，生产周期内有 4个维护周期，一个维护周期为 30天，

一个维护周期内，生产线需保障维护的概率为
1
4

P  ，

设一个生产周期内需保障维护的次数为 ，则
14,
4

B  
 
 

 ，

一个生产周期内的正常维护费为0.5 4 2  万元，保障维护费为
   20.2 1

0.1 0.1
2

 
 

 
  万元，

一个生产周期内需保障维护 次时的生产维护费为  20.1 0.1 2   万元，

设一个生产周期内的生产维护费为 X ，则 X 的所有可能取值为 2, 2.2, 2.6, 3.2, 4，

 
41 812 1

4 256
P X      

 

 
3

1
4

1 1 272.2 C 1
4 4 64

P X      
 

 
2 2

2
4

1 1 272.6 C 1
4 4 128

P X          
   

 
3

3
4

1 1 33.2 C 1
4 4 64

P X        
  

 
41 14

4 256
P X     

 

所以， X 的分布列为
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X 2 2.2 2.6 3.2 4

P
81
256

27
64

27
128

3
64

1
256

  81 27 27 3 12 2.2 2.6 3.2 4
256 64 128 64 256

E X          

162 237.6 140.4 38.4 4
256

   


582.4 2.275
256

 

一个生产周期内生产维护费的均值为 2.275万元.

21. 设 1 2,F F 分别是圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左､右焦点，M是 C上一点， 2MF 与 x轴垂直.直线 1MF

与 C的另一个交点为 N，且直线 MN的斜率为
2
4

（1）求椭圆 C的离心率.

（2）设 (0,1)D 是椭圆 C的上顶点，过 D任作两条互相垂直的直线分别交椭圆 C于 A､B两点，过点 D作线

段 AB的垂线，垂足为 Q，判断在 y轴上是否存在定点 R，使得 | |RQ 的长度为定值？并证明你的结论.

【答案】（1） 2
2

（2）存在，证明见解析

【解析】

【分析】（1）由题意，表示点M 的坐标，根据斜率与倾斜角的关系，可得出 , ,a b c的等量关系，再根据 , ,a b c

的性质，可得齐次方程，即可得答案；

（2）根据椭圆上顶点的性质，可得b的值，进而得到椭圆的标准方程，设出直线 AB的方程，并联立且消

元整理一元二次方程，写韦达定理，根据垂直，解得截距的值，得到直线过定点，根据圆的性质，直径所

对的圆周角为直角，半径为定值，可得圆心便是答案.

【小问 1详解】

由题意知，点M 在第一象限. M 是C上一点且 2MF 与 x轴垂直，

M 的横坐标为c .当 x c 时，
2by
a

 ，即

2

, bM c
a

 
 
 

.



第 23页/共 27页
学科网（北京）股份有限公司

又直线MN的斜率为
2
4

，所以

2

2

1 2
2tan

2 2 4

b
baMFF

c ac
    ，

即 2 2 22
2

b ac a c   ，即 2 22 0
2

c ac a   ，

则 2 2 1 0
2

e e   ，解得
2
2

e  或 2e   （舍去），即
2
2

e  .

【小问 2详解】

已知  0,1D 是椭圆的上顶点，则 2 2 221, , , 2
2

cb a b c a
a

      ，椭圆的方程为
2

2 1
2
x y  ，

易得直线 AB的斜率必然存在，设直线 AB的方程为    1 1 2 2, , , ,y kx m A x y B x y  ，

由 2 22 2
y kx m
x y
 

  
可得      2 2 21 2 4 2 1 0 * ,k x kmx m    

所以
 2

1 2 1 22 2

2 14 ,
1 2 1 2

mkmx x x x
k k


  

 
，

又    1 1 2 2, 1 , , 1DA x y DB x y   
 

，.

       1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1DA DB x x y y x x kx m kx m          
 

     2 2
1 2 1 21 1 ( 1)k x x k m x x m      

     
2

2 2
2 2

2 1 41 1 ( 1)
1 2 1 2
m kmk k m m
k k
 

       
 

，

       2 2 2 2 2 2

2

2 1 1 4 1 2 ( 1)
0

1 2
m k k m m k m

k
      

 


化简整理有 23 2 1 0m m   ，得
1
3

m   或 1m  .

当 1m  时，直线 AB经过点D，不满足题意；

当
1
3

m   时满足方程  * 中Δ 0 ，故直线 AB经过 y轴上定点
10,
3

G   
 

.

又Q为过点D作线段 AB 的垂线的垂足，故Q在以DG为直径的圆上，取DG的中点为
10,
3

R  
 
 

，则 RQ

为定值，且
1 2
2 3

RQ DG 
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22. 已知函数   sinxf x
x

 .

（1）判断函数  f x 在区间  0,3 上极值点的个数并证明；

（2）函数  f x 在区间 (0, ) 上的极值点从小到大分别为 1 2 3, , , , ,nx x x x ，设   ,n n na f x S 为数列

 na 的前 n项和.

①证明： 1 2 0a a  ；

②问是否存在 *nN 使得 0nS  ？若存在，求出 n的取值范围；若不存在，请说明理由.

【答案】（1）函数  f x 在区间  0,3 内恰有两个极值点，证明见解析

（2）①证明见解析；②不存在，理由见解析

【解析】

【分析】（1）求函数在给定区间上的导数，以分子整式构造函数，再次求导，研究该导数在给定区间上与

零的大小关系，以判断构造函数的单调性和变号零点的性质，根据极值的定义，可得答案；

（2）①根据（1）可得 1 2,x x 所在区间，根据极值点的必要条件，进一步缩小其所在区间，根据三角函数的

诱导公式，将
1

x 变为 1x  ，使其在同一个单调区间，根据函数的单调性，可得    1 2,f x f x 与大小关系，

可得答案；

②由①可得相邻两个极值之和与零的大小关系，进而得到当 n为偶数时，和与零大小关系，再根据三角函

数的性质，得到奇数时极值与零的大小关系，可得答案.

【小问 1详解】

  2

cos sinx x xf x
x
  ，设   cos sing x x x x  ，又   sing x x x   ，

当  0,x  时，    sin 0, 0,x g x g x  在  0, 上单调递减，

   0 0g x g  ，  g x 在  0, 上无零点；

当  , 2x   时，    sin 0, 0,x g x g x  在  , 2  上单调递增，

( ) 0, (2 ) 2 0g g        ，  g x 在  , 2  上有唯一零点；

当  2 ,3x   时，    sin 0, 0,x g x g x  在  2 ,3  上单调递减，

   2 0, 3 0g g   ，  g x 在  2 ,3  上有唯一零点.

综上，函数  g x 在区间  0,3 上有两个零点且在零点左右函数符号发生改变，
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故函数  f x 在区间  0,3 内恰有两个极值点.

【小问 2详解】

①由（1）知  f x 在  0,x  无极值点；在  , 2x   有极小值点，即为
1

x ；

在  2 ,3x   有极大值点，即为
2

x ，

同理可得，在  3 ,4  有极小值点 3x ，在   , 1n n   有极值点 nx ，

由 cos sin 0n n nx x x  得 tann nx x ，  2 1 2 1 1, tan tan tanx x x x x      ，

3 5( ) 0, 1, (2 ) 0, 0
2 2

g g g g           
   

 ，

1 2 2 1
3 5 5, , 2 , , , 2 ,
2 2 2

x x x x                   
     

 ，

由函数 tany x 在
52 ,
2
 

 
 

单调递增得 2 1x x   ，

    1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

sin sin cos cosx xa a f x f x x x
x x

        ，

由 cosy x 在
52 ,
2
 

 
 

单调递减得  2 1 1cos cos cosx x x    ，

   1 2 1 2 0a a f x f x     .

②同理  2 1 22 1 ,2 , 2 ,2
2 2n nx n n x n n   

          
   

，

2 2 12 2
2 n nn x x n       ，

由 cosy x 在  2 ,2
2

n n n    
 

N 上单调递减得 2 2 1cos cosn nx x   ，

   2 2 1 2 2 1 2 2 1cos cos 0n n n n n na a f x f x x x         ，且    2 2 2 1 2 10, 0n n n na f x a f x     ，

当 n为偶数时，从  1 1a f x 开始相邻两项配对，每组和均为负值，

即            1 2 3 4 1 0n n nS f x f x f x f x f x f x                  ，结论成立；

当 n为奇数时，从  1 1a f x 开始相邻两项配对，每组和均为负值，还多出最后一项也是负值，

即              1 2 3 4 2 1 0n n n nS f x f x f x f x f x f x f x                    ，结论也成立，
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综上，对一切
*, 0nn S N 成立，故不存在 *nN 使得 0nS  .
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